FUNKTIONENUNTERSUCHUNG

3.1

AUFGABE

Fir die Funktion f(x) = (x — 1)(x — 3)(x — 5) im Intervall [0, 6]:

bestimmen Sie die Nullstellen
bestimmen Sie die Extremwerte (Maxima und Minima)

bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion monoton steigend bzw.
fallend ist

Bereiche wo die Funktion Linkskriimmung (Konvexitdt) bzw.
Rechtskriimmung (Konkavitédt) aufweist

Wendepunkte und Sattelpunkte
zeichnen Sie den Graphen

untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f’(x) (Nullstellen,
Extrema, Kriimmung)

untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f”(x) (Nullstellen,
Extrema)

zeichnen Sie den Graphen von f'(x) und f”(x)

vergleichen Sie das Verhalten von f(x) (Steigung- und Abstiegs-
bereiche, Extrema, Kriimmungsbereiche, Wendepunkte) mit dem
Verhalten von f’(x) und f”(x) (Vorzeichen, Nullstellen, Extrem-
werte, Steigungs- und Abstiegsbereiche).
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1. Losung
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3.2 AUFGABE

3.2 AUFGABE

Fiir die Funktion x%?e ™
e bestimmen Sie die Nullstellen
e bestimmen Sie die Extremwerte (Maxima und Minima)

* bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion monoton steigend bzw.
fallend ist

* Bereiche wo die Funktion Linkskriimmung (Konvexitdt) bzw.
Rechtskriimmung (Konkavitédt) aufweist

* Wendepunkte und Sattelpunkte
* zeichnen Sie den Graphen

e untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f’(x) (Nullstellen,
Extrema, Kriimmung)

e untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f”(x) (Nullstellen,
Extrema)

e zeichnen Sie den Graphen von f'(x) und f”(x)

» vergleichen Sie das Verhalten von f(x) (Steigung- und Abstiegs-
bereiche, Extrema, Kriimmungsbereiche, Wendepunkte) mit dem
Verhalten von f’(x) und f”(x) (Vorzeichen, Nullstellen, Extrem-
werte, Steigungs- und Abstiegsbereiche).

[ 30. April 2022 at 14:55 — version 0.1 ]



3.2 AUFGABE 31

7@(%: xz- e .

)
P -(2e™) = () e (™)
' +XZ-(6_X'(-')>

= (-xCaax). e

- Z'X’@

) b s =X\
ﬁ’(ﬂ . (Xax) e (K ax) '(@ >
= (~2><+2)-e‘>( £ (o ezxy-(e " )

= ( SR +2)'e-

I

VAN
(xy= ( X*=4x +2) e X+ ( X* =4 % +2)v(e X)

f

_xZ

fm(ﬁ: (2% -4, SR (XZ_qx +z).(e‘><.(—:>>
_ (-><2 +tbx -b)- e “

:-( - b x +6)-e_x

[ 30. April 2022 at 14:55 — version 0.1 ]



3.2 AUFGABE

. Losung

f/(x) = —(x — 2)xel™

f(x) = (xz —4x+ Z)e(_x)

f7(x) = —(x* —6x +6)el ™

Nullstellen von f(x) = {xo = 0} (doppelte)
Nullstellen von f'(x) = {xg = 0;x; = 2}
f'(x) > 0 fiir x € 10, 2[

f'(x) <0 fiirx €] —o00,0[ U]2,00[

Es folgt:

— (xq, f(xp)) ist ein lokales Minimum fiir f(x), da links bzw.
rechts von xg = 0 f/(x) < 0 bzw. f’(x) > 0 gilt. Alternative
Begriindung: f”(xq) > 0.

— (x1,f(xq7)) ist ein lokales Maximum fiir f(x), da links bzw.
rechts von x; = 2 f/(x) > 0 bzw. f/(x) < 0 gilt. Alternative
Begriindung: f”(x;) < 0.

— f(x) ist streng monoton steigend fiir x € [0, 2]
— f(x) ist streng monoton fallend fiir x € | — o0, 0] U [2, 00
Nullstellen von f”(x): {x, =2+ V2;x3 =2 —/2}
f(x) > 0 fiir x € ] — 00, x3[ U ]x2, 00|
f(x) < 0 fiir x € ]x3,%)]
Es folgt:
— f(x) ist konvex fir x € | — 0o, x3] U [x2, 0]
— f(x) ist konkav fiir x € [x3,x)]

— (x3,f'(x3)) ist ein lokales Maximum fiir f’(x), da links
bzw. rechts von x3 = 2—v/2 f"(x) > 0 bzw. f”(x) < 0 gilt.
Alternative Begriindung: f"/(x3) < 0. Damit ist (x3, f(x3))
ein konvex/konkav Wendepunkt fiir f(x).
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3.2 AUFGABE

— (x2,f'(x)) ist ein lokales Minimum fiir f/(x), da links
bzw. rechts von x; = 2+ /2 f”(x) < 0 bzw. f”(x) > 0 gilt.
Alternative Begriindung: f"(x,) > 0. Damit ist (x2, f(x2))
ein konkav/konvex Wendepunkt fiir f(x).

Nullstellen von " (x): {x4 = 3+ V/3;x5 = 3 —/3}
f(x) > 0 fiir x € Ix5,x4]

7 (x) < 0 fiir x € | — 00, x5[ U Ix4, 0o
Es folgt:

— (x4, f"(x4)) ist ein lokales Maximum fiir f”(x), da links
bzw. rechts von x4 f"’(x) > 0 bzw. f"”/(x) < 0 gilt. Alter-
native Begriindung;: (V) (x4) < 0. Damit ist (x4, f(x4)) ein
konvex/konkav Wendepunkt fir f/(x).

— (xs5,f"(x5)) ist ein lokales Minimum fiir f”(x), da links
bzw. rechts von x5 f"’(x) < 0 bzw. f”/(x) > 0 gilt. Alter-
native Begriindung;: ) (x5) > 0. Damit ist (x5, f(xs5)) ein
konkav/konvex Wendepunkt fir f/(x).
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Fir die Funktion (cosx)

3.3 AUFGABE

AUFGABE

2.

bestimmen Sie die Nullstellen
bestimmen Sie die Extremwerte (Maxima und Minima)

bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion monoton steigend bzw.
fallend ist

bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion Linkskriimmung (Kon-
vexitdt) bzw. Rechtskrimmung (Konkavitdt) aufweist

bestimmen Sie Wendepunkte und Sattelpunkte
zeichnen Sie den Graphen

untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f’(x) (Nullstellen,
Extrema, Kriimmung)

untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f”(x) (Nullstellen,
Extrema)

zeichnen Sie den Graphen von f/(x) und f"(x)

vergleichen Sie das Verhalten von f(x) (Steigung- und Abstiegs-
bereiche, Extrema, Kriimmungsbereiche, Wendepunkte) mit dem
Verhalten von f’(x) und f”(x) (Vorzeichen, Nullstellen, Extrem-
werte, Steigungs- und Abstiegsbereiche).
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3.3 AUFGABE

1. Losung

f'(x) = —2 cos (x) sin (x)

£ (x) = —2 cos (x)% + 2 sin (x)?

f"(x) = 8 cos (x) sin (x)

Nullstellen von f(x) ={n/2+k-m;, ke Z}
Nullstellen von f'(x) = {{k-7t/2; k € Z}
f'(x) >0furxeln/2+k-n,n+k-7t[ ke Z
f'ix) <0firxe]0+k-m, n/2+k- -7t ke Z
Es folgt:

- {(n/24+k-m0); k € Z} sind lokale Minima fiir f(x),
da links bzw. rechts davon f'(x) < 0 bzw. f'(x) > 0 gilt.
Alternative Begriindung: f”(7t/2 + k- 7t) > 0.

- {(0+k-m0); k€ Z} sind lokale Maxima fiir f(x), da
links bzw. rechts davon f’(x) > 0 bzw. f'(x) < 0 gilt.
Alternative Begriindung: f”(0+ k- m) < 0.

f(x) ist streng monoton steigend fiir x € |m/2+ k-7, m+ k-
ni; k€ Z

f(x) ist streng monoton fallend fiirx € [0 +k-m, /2 + k -
n; keZ

Nullstellen von " (x) : {pi/4 +k-7/2; k € Z}

f’(x) >0firx €ln/4+k-m 3/4-n+k-n[; k€ Z

f’(x) < O0firxe]—/pi/d+k-m n/4+k-n; k€ Z

Es folgt:
— f(x) ist konvex fiir x € Jn/4+k-m, 3/4-t+k-nt[; k€ Z
— f(x) ist konkav flirx € | —t/4+ k-7, n/4+k-nn[;, ke Z

— Damit sind {(7t/4+k, f(t/4+k))}und {(—7t/4 + k, f(—7mt/4+

k))} konvex/konkav bzw. konkav/konvex Wendepunkte
fiir f(x)

[ 30. April 2022 at 14:55 — version 0.1 ]
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3.3 AUFGABE 37

- {(n/4+%-1/2,0); k € Z} sind lokale Minima fiir f'(x),
da links bzw. rechts davon f”(x) < 0 bzw. f”(x) > 0 gilt.
Alternative Begriindung: "/ (rt/4 + k- 7t) > 0.

- {(—mt/4+ k-7, 0); k € Z} sind lokale Maxima fiir f'(x),
da links bzw. rechts davon f”(x) > 0 bzw. f”(x) < 0 gilt.
Alternative Begriindung: f"/(—mn/4 + k- m) < 0.

— f’(x) ist streng monoton steigend fiir x € |m/4+k-7/2, 3/4-
n+k-n/2[ ke Z

— f’(x) ist streng monoton fallend fiir x € | —mt/4+k-7/2, m/4+
k-m/4[; k € Z

Nullstellen von " (x) = {{0+k-7t/2; k € Z}

f(x) >0firxe€]—m/4d+k-m, n/4+k-n[; ke Z
f"(x) < O0firxeln/d+k-m, 3/4-t+k-n[; ke Z
Es folgt:

- {(0+k-m1); k € Z} sind lokale Maxima fiir f”(x), da
links bzw. rechts davon f"”’(x) < 0 bzw. f’(x) > 0 gilt.
Alternative Begriindung: /(0 + k- 7) > 0.

- {(n/2+k-m0); k € Z} sind lokale Minima fiir f”(x),
da links bzw. rechts davon f'(x) > 0 bzw. f'(x) < 0 gilt.
Alternative Begriindung: f"'(7t/2 + k- 7t) < 0.
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; — f(z) = cos @?

= f'(z) = —2cos@sin@)

@) = — 2cos@? + 2sin? |

" (x) = 8cos@sin

1
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3.4 AUFGABE 39

AUFGABE

Fur die Funktion f(x) = (x +1)(x — 1)e*:

bestimmen Sie die Nullstellen
bestimmen Sie die Extremwerte (Maxima und Minima)

bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion monoton steigend bzw.
fallend ist

Bereiche wo die Funktion Linkskriimmung (Konvexitdt) bzw.
Rechtskriimmung (Konkavitdt) aufweist

Wendepunkte und Sattelpunkte
zeichnen Sie den Graphen

untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f’(x) (Nullstellen,
Extrema, Kriimmung)

untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f”(x) (Nullstellen,
Extrema)

zeichnen Sie den Graphen von f’(x) und f”(x)

vergleichen Sie das Verhalten von f(x) (Steigung- und Abstiegs-
bereiche, Extrema, Kriimmungsbereiche, Wendepunkte) mit dem
Verhalten von f/(x) und f”(x) (Vorzeichen, Nullstellen, Extrem-
werte, Steigungs- und Abstiegsbereiche).
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3.4 AUFGABE

. Losung

f'(x) = (x> +2x—1)e
f’(x) = (x¥* +4x+1)e*
f7(x) = (x +5)(x+ 1)e*
Nullstellen von f(x) ={xg = —1, x; = 1}

Nullstellen von f/(x) = {xz = —V2—1,x3=vV2—1

f'(x) > 0 fir x € 10,x) = —v2—1[und Jx3 = v2 — 1], 00[
f'(x) < 0 fiir x € Ix,x3!
Es folgt:

— (x2,f(x2)) ist ein lokales Minimum fiir f(x), da links bzw.
rechts von x, f'(x) < 0 bzw. f'(x) > 0 gilt. Alternative
Begriindung: f”(x;) > 0.

— (x1,f(x3)) ist ein lokales Maximum fiir f(x), da links bzw.
rechts von x3 f'(x) > 0 bzw. f’(x) < 0 gilt. Alternative
Begriindung: f”(x3) < 0.

— f(x) ist streng monoton fallend fiir x € [x2, x3]
— f(x) ist streng monoton steigend fiir x € | — oo, x,] U [x3, 00[
Nullstellen von f”(x): x4 = —vV3—2,x5 = V3 —2
f(x) > 0 fiir x € ] — 00, x4[ U Jxs5, 0o
f(x) < 0 fiir x € ]x4, x5!
Es folgt:
— f(x) ist konvex fiir x € ] — 0o, x4] U [xs5, 0]
— f(x) ist konkav fiir x € [x4, x5]

— (x4, f'(x4)) ist ein lokales Maximum fiir f’(x), da links
bzw. rechts von x4 f”(x) > 0 bzw. f”(x) < 0 gilt. Alter-
native Begriindung: f"(x4) < 0. Damit ist (x3, f(x3)) ein
konvex/konkav Wendepunkt fiir f(x).
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3.4 AUFGABE 42

— (x5, f'(x5)) ist ein lokales Minimum fiir f/(x), da links
bzw. rechts von x5 f”(x) < 0 bzw. f”(x) > 0 gilt. Alter-
native Begriindung: f"(x5) > 0. Damit ist (x, f(x;)) ein
konkav/konvex Wendepunkt fiir f(x).

Nullstellen von " (x): [xg = —5—2,x7 = —1]
f(x) < 0 fiir x € ]xg, x7[

f"(x) > 0 fiir x € ] — 00, xg[ U ]x7, 00|

Es folgt:

— (xg,T"(xg)) ist ein lokales Maximum fiir f”(x), da links
bzw. rechts von x¢ f"”/(x) > 0 bzw. " (x) < 0 gilt. Alterna-
tive Begriindung: f") (x¢) < 0. Damit folgt ebenso, dass
(x6, f(xg)) ein konvex/konkav Wendepunkt fiir f/(x) ist.

— (x7,f"(x7)) ist ein lokales Minimum fiir f”(x), da links
bzw. rechts von x7 f"/(x) < 0 bzw. f"(x) > 0 gilt. Alterna-
tive Begriindung: (V) (x7) > 0. Damit folgt ebenso, dass
(x7, f(x7)) ein konkav/konvex Wendepunkt fir f'(x) ist.

= flz)=(z" 42z —1le* i i i i
f"z) =1z +5lz + 1le”

Min

[ 30. April 2022 at 14:55 — version 0.1 ]



