
3
F U N K T I O N E N U N T E R S U C H U N G

3.1 aufgabe

Für die Funktion f(x) = (x− 1)(x− 3)(x− 5) im Intervall [0, 6]:

• bestimmen Sie die Nullstellen

• bestimmen Sie die Extremwerte (Maxima und Minima)

• bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion monoton steigend bzw.
fallend ist

• Bereiche wo die Funktion Linkskrümmung (Konvexität) bzw.
Rechtskrümmung (Konkavität) aufweist

• Wendepunkte und Sattelpunkte

• zeichnen Sie den Graphen

• untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f �(x) (Nullstellen,
Extrema, Krümmung)

• untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f ��(x) (Nullstellen,
Extrema)

• zeichnen Sie den Graphen von f �(x) und f ��(x)

• vergleichen Sie das Verhalten von f(x) (Steigung- und Abstiegs-
bereiche, Extrema, Krümmungsbereiche, Wendepunkte) mit dem
Verhalten von f �(x) und f ��(x) (Vorzeichen, Nullstellen, Extrem-
werte, Steigungs- und Abstiegsbereiche).
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1. Lösung

a) Graph:
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3.2 aufgabe

Für die Funktion x2e−x:

• bestimmen Sie die Nullstellen

• bestimmen Sie die Extremwerte (Maxima und Minima)

• bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion monoton steigend bzw.
fallend ist

• Bereiche wo die Funktion Linkskrümmung (Konvexität) bzw.
Rechtskrümmung (Konkavität) aufweist

• Wendepunkte und Sattelpunkte

• zeichnen Sie den Graphen

• untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f �(x) (Nullstellen,
Extrema, Krümmung)

• untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f ��(x) (Nullstellen,
Extrema)

• zeichnen Sie den Graphen von f �(x) und f ��(x)

• vergleichen Sie das Verhalten von f(x) (Steigung- und Abstiegs-
bereiche, Extrema, Krümmungsbereiche, Wendepunkte) mit dem
Verhalten von f �(x) und f ��(x) (Vorzeichen, Nullstellen, Extrem-
werte, Steigungs- und Abstiegsbereiche).
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1. Lösung

• f �(x) = −(x− 2)xe(−x)

• f ��(x) =
�
x2 − 4 x+ 2

�
e(−x)

• f ���(x) = −
�
x2 − 6 x+ 6

�
e(−x)

• Nullstellen von f(x) = {x0 = 0} (doppelte)

• Nullstellen von f �(x) = {x0 = 0; x1 = 2}

• f �(x) > 0 für x ∈ ]0, 2[

• f �(x) < 0 für x ∈ ]−∞, 0[ ∪ ]2,∞[

• Es folgt:

– (x0, f(x0)) ist ein lokales Minimum für f(x), da links bzw.
rechts von x0 = 0 f �(x) < 0 bzw. f �(x) > 0 gilt. Alternative
Begründung: f ��(x0) > 0.

– (x1, f(x1)) ist ein lokales Maximum für f(x), da links bzw.
rechts von x1 = 2 f �(x) > 0 bzw. f �(x) < 0 gilt. Alternative
Begründung: f ��(x1) < 0.

– f(x) ist streng monoton steigend für x ∈ [0, 2]

– f(x) ist streng monoton fallend für x ∈ ]−∞, 0] ∪ [2,∞[

• Nullstellen von f ��(x): {x2 = 2+
√
2; x3 = 2−

√
2}

• f ��(x) > 0 für x ∈ ]−∞, x3[ ∪ ]x2,∞[

• f ��(x) < 0 für x ∈ ]x3, x2[

• Es folgt:

– f(x) ist konvex für x ∈ ]−∞, x3] ∪ [x2,∞]

– f(x) ist konkav für x ∈ [x3, x2]

– (x3, f �(x3)) ist ein lokales Maximum für f �(x), da links
bzw. rechts von x3 = 2−

√
2 f ��(x) > 0 bzw. f ��(x) < 0 gilt.

Alternative Begründung: f ���(x3) < 0. Damit ist (x3, f(x3))
ein konvex/konkav Wendepunkt für f(x).
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– (x2, f �(x2)) ist ein lokales Minimum für f �(x), da links
bzw. rechts von x2 = 2+

√
2 f ��(x) < 0 bzw. f ��(x) > 0 gilt.

Alternative Begründung: f ���(x2) > 0. Damit ist (x2, f(x2))
ein konkav/konvex Wendepunkt für f(x).

• Nullstellen von f ���(x): {x4 = 3+
√
3; x5 = 3−

√
3}

• f ���(x) > 0 für x ∈ ]x5, x4[

• f ���(x) < 0 für x ∈ ]−∞, x5[ ∪ ]x4,∞[

• Es folgt:

– (x4, f ��(x4)) ist ein lokales Maximum für f ��(x), da links
bzw. rechts von x4 f ���(x) > 0 bzw. f ���(x) < 0 gilt. Alter-
native Begründung: f(iv)(x4) < 0. Damit ist (x4, f(x4)) ein
konvex/konkav Wendepunkt für f �(x).

– (x5, f ��(x5)) ist ein lokales Minimum für f ��(x), da links
bzw. rechts von x5 f ���(x) < 0 bzw. f ���(x) > 0 gilt. Alter-
native Begründung: f(iv)(x5) > 0. Damit ist (x5, f(x5)) ein
konkav/konvex Wendepunkt für f �(x).
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3.3 aufgabe

Für die Funktion (cos x)2:

• bestimmen Sie die Nullstellen

• bestimmen Sie die Extremwerte (Maxima und Minima)

• bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion monoton steigend bzw.
fallend ist

• bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion Linkskrümmung (Kon-
vexität) bzw. Rechtskrümmung (Konkavität) aufweist

• bestimmen Sie Wendepunkte und Sattelpunkte

• zeichnen Sie den Graphen

• untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f �(x) (Nullstellen,
Extrema, Krümmung)

• untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f ��(x) (Nullstellen,
Extrema)

• zeichnen Sie den Graphen von f �(x) und f ��(x)

• vergleichen Sie das Verhalten von f(x) (Steigung- und Abstiegs-
bereiche, Extrema, Krümmungsbereiche, Wendepunkte) mit dem
Verhalten von f �(x) und f ��(x) (Vorzeichen, Nullstellen, Extrem-
werte, Steigungs- und Abstiegsbereiche).
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1. Lösung

• f �(x) = −2 cos (x) sin (x)

• f ��(x) = −2 cos (x)2 + 2 sin (x)2

• f ���(x) = 8 cos (x) sin (x)

• Nullstellen von f(x) = {π/2+ k · π; k ∈ Z}

• Nullstellen von f �(x) = {{k · π/2; k ∈ Z}

• f �(x) > 0 für x ∈ ]π/2+ k · π, π+ k · π[; k ∈ Z

• f �(x) < 0 für x ∈ ]0+ k · π, π/2+ k · π[; k ∈ Z

• Es folgt:

– {(π/2+ k · π, 0); k ∈ Z} sind lokale Minima für f(x),
da links bzw. rechts davon f �(x) < 0 bzw. f �(x) > 0 gilt.
Alternative Begründung: f ��(π/2+ k · π) > 0.

– {(0+ k · π, 0); k ∈ Z} sind lokale Maxima für f(x), da
links bzw. rechts davon f �(x) > 0 bzw. f �(x) < 0 gilt.
Alternative Begründung: f ��(0+ k · π) < 0.

• f(x) ist streng monoton steigend für x ∈ ]π/2+ k · π, π+ k ·
π[; k ∈ Z

• f(x) ist streng monoton fallend für x ∈ ]0 + k · π, π/2 + k ·
π[; k ∈ Z

• Nullstellen von f ��(x) : {pi/4+ k · π/2; k ∈ Z}

• f ��(x) > 0 für x ∈ ]π/4+ k · π, 3/4 · π+ k · π[; k ∈ Z

• f ��(x) < 0 für x ∈ ]− /pi/4+ k · π, π/4+ k · π[; k ∈ Z

• Es folgt:

– f(x) ist konvex für x ∈ ]π/4+k ·π, 3/4 ·π+k ·π[; k ∈ Z

– f(x) ist konkav für x ∈ ]−π/4+k ·π, π/4+k ·π[; k ∈ Z

– Damit sind {(π/4+k, f(π/4+k))} und {(−π/4+k, f(−π/4+

k))} konvex/konkav bzw. konkav/konvex Wendepunkte
für f(x)
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– {(π/4+ k · π/2, 0); k ∈ Z} sind lokale Minima für f �(x),
da links bzw. rechts davon f ��(x) < 0 bzw. f ��(x) > 0 gilt.
Alternative Begründung: f ���(π/4+ k · π) > 0.

– {(−π/4+ k · π, 0); k ∈ Z} sind lokale Maxima für f �(x),
da links bzw. rechts davon f ��(x) > 0 bzw. f ��(x) < 0 gilt.
Alternative Begründung: f ���(−π/4+ k · π) < 0.

– f �(x) ist streng monoton steigend für x ∈ ]π/4+k ·π/2, 3/4 ·
π+ k · π/2[; k ∈ Z

– f �(x) ist streng monoton fallend für x ∈ ]−π/4+k ·π/2, π/4+
k · π/4[; k ∈ Z

• Nullstellen von f ���(x) = {{0+ k · π/2; k ∈ Z}

• f ���(x) > 0 für x ∈ ]− π/4+ k · π, π/4+ k · π[; k ∈ Z

• f ���(x) < 0 für x ∈ ]π/4+ k · π, 3/4 · π+ k · π[; k ∈ Z

• Es folgt:

– {(0+ k · π, 1); k ∈ Z} sind lokale Maxima für f ��(x), da
links bzw. rechts davon f ���(x) < 0 bzw. f �(x) > 0 gilt.
Alternative Begründung: f ���(0+ k · π) > 0.

– {(π/2 + k · π, 0); k ∈ Z} sind lokale Minima für f ��(x),
da links bzw. rechts davon f �(x) > 0 bzw. f �(x) < 0 gilt.
Alternative Begründung: f ���(π/2+ k · π) < 0.
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3.4 aufgabe

Für die Funktion f(x) = (x+ 1)(x− 1)ex:

• bestimmen Sie die Nullstellen

• bestimmen Sie die Extremwerte (Maxima und Minima)

• bestimmen Sie Bereiche wo die Funktion monoton steigend bzw.
fallend ist

• Bereiche wo die Funktion Linkskrümmung (Konvexität) bzw.
Rechtskrümmung (Konkavität) aufweist

• Wendepunkte und Sattelpunkte

• zeichnen Sie den Graphen

• untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f �(x) (Nullstellen,
Extrema, Krümmung)

• untersuchen Sie die erste Ableitungsfunktion f ��(x) (Nullstellen,
Extrema)

• zeichnen Sie den Graphen von f �(x) und f ��(x)

• vergleichen Sie das Verhalten von f(x) (Steigung- und Abstiegs-
bereiche, Extrema, Krümmungsbereiche, Wendepunkte) mit dem
Verhalten von f �(x) und f ��(x) (Vorzeichen, Nullstellen, Extrem-
werte, Steigungs- und Abstiegsbereiche).
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1. Lösung

• f �(x) =
�
x2 + 2 x− 1

�
ex

• f ��(x) =
�
x2 + 4 x+ 1

�
ex

• f ���(x) = (x+ 5)(x+ 1)ex

• Nullstellen von f(x) = {x0 = −1, x1 = 1}

• Nullstellen von f �(x) =
�
x2 = −

√
2− 1, x3 =

√
2− 1

�

• f �(x) > 0 für x ∈ ]0, x2 = −
√
2− 1[ und ]x3 =

√
2− 1],∞[

• f �(x) < 0 für x ∈ ]x2, x3[

• Es folgt:

– (x2, f(x2)) ist ein lokales Minimum für f(x), da links bzw.
rechts von x2 f �(x) < 0 bzw. f �(x) > 0 gilt. Alternative
Begründung: f ��(x2) > 0.

– (x1, f(x3)) ist ein lokales Maximum für f(x), da links bzw.
rechts von x3 f �(x) > 0 bzw. f �(x) < 0 gilt. Alternative
Begründung: f ��(x3) < 0.

– f(x) ist streng monoton fallend für x ∈ [x2, x3]

– f(x) ist streng monoton steigend für x ∈ ]−∞, x2] ∪ [x3,∞[

• Nullstellen von f ��(x):
�
x4 = −

√
3− 2, x5 =

√
3− 2

�

• f ��(x) > 0 für x ∈ ]−∞, x4[ ∪ ]x5,∞[

• f ��(x) < 0 für x ∈ ]x4, x5[

• Es folgt:

– f(x) ist konvex für x ∈ ]−∞, x4] ∪ [x5,∞[

– f(x) ist konkav für x ∈ [x4, x5]

– (x4, f �(x4)) ist ein lokales Maximum für f �(x), da links
bzw. rechts von x4 f ��(x) > 0 bzw. f ��(x) < 0 gilt. Alter-
native Begründung: f ���(x4) < 0. Damit ist (x3, f(x3)) ein
konvex/konkav Wendepunkt für f(x).
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– (x5, f �(x5)) ist ein lokales Minimum für f �(x), da links
bzw. rechts von x5 f ��(x) < 0 bzw. f ��(x) > 0 gilt. Alter-
native Begründung: f ���(x5) > 0. Damit ist (x2, f(x2)) ein
konkav/konvex Wendepunkt für f(x).

• Nullstellen von f ���(x): [x6 = −5− 2, x7 = −1]

• f ���(x) < 0 für x ∈ ]x6, x7[

• f ���(x) > 0 für x ∈ ]−∞, x6[ ∪ ]x7,∞[

• Es folgt:

– (x6, f ��(x6)) ist ein lokales Maximum für f ��(x), da links
bzw. rechts von x6 f

���(x) > 0 bzw. f ���(x) < 0 gilt. Alterna-
tive Begründung: f(iv)(x6) < 0. Damit folgt ebenso, dass
(x6, f(x6)) ein konvex/konkav Wendepunkt für f �(x) ist.

– (x7, f ��(x7)) ist ein lokales Minimum für f ��(x), da links
bzw. rechts von x7 f

���(x) < 0 bzw. f ���(x) > 0 gilt. Alterna-
tive Begründung: f(iv)(x7) > 0. Damit folgt ebenso, dass
(x7, f(x7)) ein konkav/konvex Wendepunkt für f �(x) ist.
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